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Resumen. En este trabajo se presenta un filtro 
estimador con base al modelo matricial de 
deconvolución utilizando a la pseudoinversa como 
proceso de filtrado, con el cual es posible conocer la 
dinámica interna del modelo tipo caja negra con 
respuesta lineal, y con evolución invariante en el tiempo. 
Se presenta la descripción recursiva del filtro por 
deconvolución y pseudoinversa considerando: a) la 
convolución en diferencias finitas, b) el filtro por 
deconvolución y pseudoinversa, c) la descripción 
recursiva del funcional del error y d) las condiciones de 
estabilidad a cubrir  por el estimador tomado en cuenta 
los criterios de Lyapunov. De manera ilustrativa, se 
presenta una simulación utilizando MatLab®. 

Palabras clave. Deconvolución, pseudoinversa de una 
matriz, funcional del error, filtro estimador recursivo, 
estabilidad de Lyapunov. 

Filter Estimator by Deconvolution and 
Pseudoinverse: Recursive Description 

and Implementation 

Abstract. In this paper we present a filter estimator 
based on deconvolution matrix model using the 
pseudoinverse as a filtering process, which permits to 
know the internal dynamics of a black-box model with 
linear response and time-invariant evolution. We present 
a recursive description of the filter by deconvolution and 
pseudoinverse considering a) convolution in finite 
differences, b) the filter by deconvolution and 
pseudoinverse, c) recursive description of error 
functional, and d) stability conditions to be covered by 
the estimator taking into account the Lyapunov criteria. 
To illustrate the description, a MATLAB® simulation is 
presented. 

Keywords. Deconvolution, pseudoinverse of a matrix, 
error functional, recursive filter estimator, Lyapunov 
stability. 

1. Introducción 

Diversos sistemas han sido modelados como 
cajas negras debido a que se conocen los 
estímulos y la respuesta a esos estímulos; pero se 
desconoce la dinámica interna o función de 
transición que hace que el sistema tenga 
determinada respuesta a un estímulo.  

Por ejemplo: a) cuando se conocen los factores 
de riesgo y la enfermedad que una persona 
padece pero no se sabe en qué medida esos 
factores lo afectaron (ver Figura 1), b) cuando se 
conoce el voltaje que recibe un motor de CD y las 

 
 

 
 

 
Fig. 1. Sistema visto como un modelo tipo caja negra 
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revoluciones por segundo que desarrolla, sin 
conocer su dinámica interna de operación [16]. 

De manera general estos sistemas pueden ser 
modelados como se muestra en la figura 2, en 
donde �representa los estímulos que afectan al 
sistema  � , y � es la respuesta del sistema. 

La convolución �, es el resultado de la 
interacción entre los estímulos �  y el sistema �. 

Para conocer cómo evoluciona el sistema �  se 
requiere de la operación inversa, la deconvolución.  

La deconvolución ha sido utilizada en la 
solución de diversos problemas tales como: la 
restauración de información degradada por 
cualquier proceso físico [9], la  reconstrucción de 
imágenes en microscopia [3], el análisis de 
medidas sísmicas [4]. Específicamente en [19] se 
propuso una técnica para obtener la respuesta 
sísmica de un edificio basada en la deconvolución 
de los movimientos registrados en los diferentes 
niveles de la construcción, observando la 
respuesta estructural respecto a las vibraciones 
del suelo. 

Existen varios métodos para llevar a cabo la 
deconvolución como: en línea, homomórfica, la 
iterativa, la basada en un método de estimación de 
sistemas, entre otros [1, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 19] Estos 
métodos buscan minimizar el error generado 
respecto a la función de transición original y su 
identificada. 

Sin embargo hay una pérdida de información 
durante la transformación directa (convolución) e 
inversa (deconvolución), y esa pérdida es sumada 
a las pérdidas ya existentes en la propia 
información al viajar de un dispositivo a otro, o al 
cambiar de medio [11]. 

Este trabajo presenta al filtro estimador 
recursivo con base al método de deconvolución a 
través de la pseudoinversa para estimar los 
parámetros internos del sistema de referencia � y 
que describen la solución por medio de la  función 
de transición.  Se encuentra dividido en siete 
secciones, siendo la primera la introducción; la 
segunda y la tercera describen a la convolución en 
diferencias finitas  y el método de deconvolución  a 
través de la pseudoinversa; la cuarta, el desarrollo 
del  filtro estimador recursivo; la quinta, presenta 
el  modelo recursivo para conocer el nivel de 
convergencia del filtro estimador [11]; en la sexta, 
se comprueba la estabilidad del estimador 
considerando los criterios de Lyapunov de acuerdo 
con [6, 13, 20]; en la séptima se ilustra el proceso 
de filtrado a través de los resultados de la 
simulación del estimador,  y las gráficas de su 
calidad de convergencia.  Se dan las conclusiones 
y al final se encuentra la sección de Anexos que 
contiene las pruebas de los teoremas 
desarrollados a lo largo del documento. 

2. Convolución en diferencias finitas 

En esta sección se propone la descripción 
matricial de la convolución. A través del producto 
punto extendido a un periodo de tiempo T 
conformado por un grupo de intervalos en los 
cuales el sistema se  mantiene invariante. 

Teorema 1 (convolución en diferencias 
finitas). La convolución en diferencias finitas 
dentro de un conjunto de intervalos de tiempo con 
métricas contenidas en T, está dada de forma 
matricial (1). 

�(�)	
� = �(�)	
 �(�)
�, (1) 

donde � ∈ �[	
�] es el vector de respuesta, 
resultado del producto matricial entre la matriz 
ampliada � ∈ �[	
] (compuesta por filas de 
vectores desplazados de acuerdo al intervalo de 
tiempo correspondiente) y el vector fijo � ∈ �[
�], 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Fig. 2. Diagrama a bloques del sistema visto como un 
modelo tipo caja negra SISO (Single Input, Single 
Output, una entrada y una salida) 
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que representa a la ventana de excitación para 
todos los intervalos de tiempo con métricas 
contenidas en la métrica del intervalo de tiempo 
extendido T. 

Prueba 1, véase anexos. 

3. Método de deconvolución a través 
de la pseudoinversa 

Para describir el método de deconvolución  a 
través de la pseudoinversa es necesario 
considerar las propiedades matriciales 
establecidas entre los vectores �(�)  y  �(�),  que 
permiten estimar la función de transición ��(� � �)  
de acuerdo con un criterio previamente 
establecido. Con lo cual  es posible disminuir la 
perdida de información, observando a la 
deconvolución  como una matriz. 

Teorema 2 (deconvolución a través de la  
pseudoinversa). Considérese al sistema 
extendido de la expresión (1) dentro de la métrica 
del intervalo de tiempo T, su respuesta identificada 
en relación con la figura 3, es óptima y tiene la 
forma (2). ��	
� = ��	
 �
� . (2) 

Al ser su estimador �	
 una función respecto 
al estímulo �
�  y a la respuesta �	
� en (3). 

���
	 = (�
� ���
)��
� ���
	 . (3) 

En donde el operador + en el exponente indica 
que se ha realizado la pseudoinversa de acuerdo 
con [14, 15]. 

Prueba 2, véase anexos. 

4. Descripción recursiva del filtro 
estimador por deconvolución y 
pseudoinversa 

En la figura 2 se ilustra el procesos para  para 
estimar la función de transición �	
  . 
Considerando que son conocidos �
� .  y ��	
�. 
Utilizando el método de deconvolución descrito en 
la sección anterior es posible conocer ��	
  que es 
la función de transición estimada.  

Realizando la operación de convolución entre �
� .   y  ��	
    se conoce a ��(�) la estimación de 
la respuesta al estímulo. De esta forma, la 
innovación es descrita por la diferencia existente 
entre la respuesta � respecto a la respuesta 
identificada ��	
�, teniendo así a dos sistemas en 
operación paralela, como se ve en la figura 3.  

          

 

  
 

Fig. 4. Diagrama a bloques del sistema visto como un 
modelo tipo caja negra y la de su identificador respecto 
a la dinámica interna 

 
 

 
Fig. 3. Diagrama a bloques del sistema visto como 
un modelo tipo caja negra y la de su identificador 
respecto a la dinámica interna. 
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Al usar el rotacional del funcional del error, es 
posible encontrar el valor óptimo para el filtro 
estimador. 

Teorema 3 (filtro estimador recursivo). El 
estimador (3), expresado de manera recursiva 
para condiciones estacionarias en dos intervalos 
adyacentes con métricas descritas como T y T – 1, 
en (4). 

���
	,� = ��
�,����
	,� ����
	,��� . (4) 

Prueba 3, véase anexos. 

5. Descripción recursiva del funcional 
del error 

El error de identificación es descrito como se 
observa en la figura 4. 

Teorema 4 (funcional del error). El valor 
medio del error expresado de manera recursiva 
(RMSE de sus siglas en inglés: Recursive Mean 
Square Error) se encuentra en el funcional descrito 
por el segundo momento de probabilidad de la 
diferencia de la traza de la respuesta original (�� ∶= � !"! ( �	#�)�) dentro del grupo de intervalos 
con métricas  �� ↑ �, % = 1, '(((((, ' ∈ )� con respecto a 

la traza de su estimada (��� ≔  � !"! (��	#�)�), 
diferencia descrita con base en el error de 
estimación, definida como +�:= �� � ���, en (5). �,�� = 1' [+- � (' � 1)�,����] . (5) 

Prueba 4, véase anexos. 

6. Estabilidad del filtro estimador por 
deconvolución y pseudoinversa 

La respuesta del sistema es estable, 
considerando que al ser un sistema discreto 
expresado en diferencias finitas de manera global 
de acuerdo con (2), existe una descripción de 
Lyapunov que cubre la trayectoria del sistema 
dentro de una región, convergiendo a la matriz de 
parámetros. 

Teorema 7 (estabilidad robusta).   
Considérese el sistema descrito en (1) como un 
sistema afín, teniendo la siguiente estructura (6). 

�(�)
� = �.(�)
�(� � /)
� . (6) 

Con  �0(�)
: = + �  �̅(� � /)
/ estable que 
cumple en el sentido de Lyapunov (7). 

,#� (�) �3#(�) � �3#(�),#(�) 4 0. (7) 

Prueba 7, véase anexos. 

7. Simulación 

Se describe el comportamiento del funcional 
del error (5) del filtro estimador (4), para ello se 
establece un sistema de referencia  con las 
estímulo y respuesta (8) y (9) respectivamente. 

 �(%) = 0.006 sen (%) , (8) 

 �(%) = (0.006 cos(� � %) � 0.03 ∗  !'>)∗ 0.006 sen (%) 
(9) 

En la figura 5, se ilustra la traza del funcional 
del error (5) para un proceso de estimación con 
350 iteraciones. El sistema de referencia es del 
tipo caja negra con condiciones estímulo-
respuesta acotadas.  

El funcional del error recursivo (5), en la figura 
6, se muestran 50 trazas con 220 iteraciones cada 
una, incluyendo a la mejor descripción de ellas en 
el sentido de Monte-Carlo [10] y [12]. 

Fig. 5. La traza del funcional del error (5) de 
identificación para 350 iteraciones 
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La curva representativa de acuerdo a Monte-
Carlo [10] y [12] de los funcionales de error del 
sistema de identificación (4), se ilustra en la 
figura 7. 

La simulación es una forma de ver de manera 
ilustrativa los resultados anteriormente 
desarrollados desde (2) hasta (5), de forma que el 
estimador recursivo que se encuentra en función 
de dos estados de tiempo adyacentes (su presente 
y su pasado inmediato), logra describir de una 
manera aproximada el comportamiento interno del 
sistema convolucionado dentro de un intervalo de 
tiempo. La secuencia de matrices en la 
convolución permitió construir un sistema 
extendido formado por vectores fila, que al 
momento de realizar la simulación, permite 
establecerlos como una secuencia dentro de un 
proceso, como se puede observar en las figuras 5, 
6 y 7. 

8. Conclusión 

En este trabajo se presentó un modelo matricial 
que permitió observar a la convolución dentro de 
un intervalo de tiempo T como un producto de 
matrices, una de ellas extendida respecto del 
vector fijo al que se le dio el nombre de vector de 
excitación o de entrada, observando que en todo 
este proceso no se perdiera el orden. 

Se consideró el modelo tipo caja negra de 
acuerdo con la figura 3, para realizar la 
deconvolución y estimar a la matriz �� de una 
manera recursiva.  

El proceso de deconvolución, la estimación 
extendida es una herramienta para sistemas no 
cuadrados con evolución invariante en el tiempo. 

El funcional del error de estimación se describió 
a través de las trazas tanto de la matriz extendida 
de referencia como de su estimado para todos los 
intervalos de tiempo descritos en T. 

En la simulación se propusieron dos funciones 
periódicas con la adición de perturbaciones que 
afectaron tanto la entrada como la salida del 
modelo tipo caja negra. 

Dentro de lo que fue el error de estimación, en 
la simulación se observó un nivel de convergencia 
del orden de 10-25 unidades. 

En relación con la estabilidad, esta es robusta, 
requiriendo que el modelo considerado tuviera una 
forma cuadrática de Lyapunov como la expresada 
en la demostración del teorema 7. Este tipo de 
descripción es válida para sistemas discretos a 
trozos, y se cumple la condición de semidefinida 
negativa. 

Como trabajo futuro, queda el desarrollar el 
identificador por un proceso de deconvolución en 
diferencias finitas. 

 
Fig. 6. 50 trazas del funcional del error con un recorrido 
de 220 iteraciones cada una. Y la curva representativa 
de acuerdo a Monte-Carlo 

Fig. 7. Curva representativa de las trazas de los 
funcionales de error de acuerdo con Monte-Carlo 
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ANEXOS 

Prueba 1. La convolución de forma aproximada 
por diferencias finitas con métricas de los 
intervalos de tiempo �� ∈ �, y con �� ≔ �(��), ∀% =1, @((((((, @ ∈ )�, es descrita como: 

 

�(��) =  A �B�� � �CD
CE� �B�CD. 

 

(10) 

Desarrollando la sumatoria de (10) con el índice 
i fijo se tiene: �(�� � ��)�(��) � �(�� � �-)�(�-) � ⋯ � �(�� � �)�(�) . 

 
(11) 

Vectorialmente (11) para ∀% = 1, @((((((, @ ∈ )� es: 

�� =  G�(�� � ��)�(�� � �-)⋮�(�� � �)I
�


�

JKK
KL�B�CE�D�B�CE-D⋮�B�CEDMNN

NO

�

 (12) 

Sabiendo que el vector extendido �B�CE�,(((((D es 

fijo para todos los intervalos de tiempo con 
métricas contenidas en la métrica del intervalo de 
evolución del sistema T, la secuencia del vector de 
salida que abarca todos los intervalos contenidos 
en el intervalo de evolución T con ��|�E�	  queda 
expresada de acuerdo con (13): �	
� = 

Q �(�� � ��) … �(�� � �)⋮ ⋮ ⋮�(�	 � �-) … �(�	 � �)S 
Q�(��)⋮�(�)S 

(13) 

Y que simbólicamente se tiene: �(�)	
� = �(�)	
 �(�)
�■. (14) 

Comentario 1. En (14), al considerar que el 
desplazamiento temporal entre los vectores fila T�B�� � �CDU para todos los casos contenidos en T 

no afecta a la descripción matricial del sistema, se 
tiene un vector de excitación fijo �(V), V = T�CU, W =1, '(((((, ' ∈ )� . 

Prueba 2. Transponiendo (2), el proceso de 
innovación cuadrático X� es descrito como: 

X��
	: = B���
	 � ����
	D-
 . (15) 

El rotacional del proceso de innovación  ∇ #X� Z[\]^  es: 

_#`a_b�a\]^ = _#Bcad]^�ead]\ b�a\]^ Df
_b�a\]^  . (16) 

De forma que la derivada direccional de ���
 ���
	  respecto de ���
	  es �
� , al ser 
resultante ortogonal el vector derivado y aplicando 
(15) en (16): 

g # X�g���
	 = = �2�
� ���
	 � 2�
� ���
 ���
	 . 
(17) 

En su punto de equilibrio, el rotacional del 
proceso de innovación es: 

2�
� ���
	 = 2�
� ���
 ���
	 . (18) 

Y que al organizar (18), el estimador es descrito 
en (3). ■ 

Comentario 2. El estimador es óptimo al 
considerar el punto de equilibrio usado en (17) 
para describir (3). 

Prueba 3. Considérese a (3) con ���:=[B�
�,� ���
,�D��
�,�] ∈ �[#�], se escribe 

para el conjunto de métricas de los intervalos que 
conforman a T: 

���
	,� = A ��
�,i
�

iE� ���
	,i  . (19) 

Con condiciones estacionarias para el periodo 
de tiempo inmediato anterior: 

���
	,��� = A ��
�,i
���
iE� ���
	,i . (20) 

Y que al ver (20) en (19), tomando el último 
término  ��
�,� de  (19) se logra la obtención de 
(4). 

Prueba 4 (forma directa). El RMSE, al usar el 
segundo momento de probabilidad respecto a la 
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diferencia del error de estimación Ii para % =1, '((((( , ' ∈ )�: 

�,��: = 1' A(+�


�E� )-. (21) 

Para el último término con i = n de (21): 

�,�� =  1' Q+- � A(+�
��
�E� )-S . (22) 

El RMSE retardado con % = 1, ' � 1(((((((((( y 
condiciones estacionarias de acuerdo con [2]. [17] 
y [18]: 

�,���� = 1' � 1 A +�-
��
�E�  . (23) 

Al describir este último resultado de acuerdo 
con (22): 

∑ +�-���E� = (' � 1)�,���� . (24) 

El RMSE, considerando (24) en (22), se obtiene 
(5). ■ 

Prueba 7. Existe una matriz k
	  que permite 
tener la forma (25) 

�l (�) = �̅
(�)�(�)
�  , (25) 

que en diferencias finitas se tiene la forma (6) de 
acuerdo con (26)  �.(�)
: = +
 �  �̅(� � /)
/ . (26) 

 
Al ser (27) estable si cumple en el sentido de 

Lyapunov la condición (28) 
  �̅(�)
: = k(�)
	�(�)	
. (27) 

  m(�) = �(�)���(�) . (28) 

 
Dada la función candidata definida positiva y 

que en el caso que su incremento sea 
semidefinido negativo, es decir, que Δm(�) 4 0. 

La función candidata en su primera diferencia 
finita es ∆m(�) = /ml (�), en donde 

ml (�) = �l�#� (�)�#�#�(�) ���#� (�)�#�l#�(�) . (29) 

Y al considerar que se tiene el sistema afín: 

�l#�(�) = �.#(�)�#�(�) . (30) 

Al sistema (3), y en diferencias finitas a (6), 
donde �p#(� � /) ≔ [+# � �̿#(� � /)] . (31) 

Así como (32) y (33) ,#(�) ≔ �.#(�)�p#(� � /) , (32) 
  �3#(�) ≔ �(#�p#(� � /) . (33) 

  

Al desarrollar todo el proceso algebraico, 

considerando que la matriz �3 es del tipo hermit, se 
cumple (7). ■ 
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